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RESUMEN 

 

Utilizando la aproximación de la masa efectiva en un modelo parabólico de dos 

bandas, estudiamos los efectos de los parámetros geométricos sobre los estados de 

electrones y huecos confinados en puntos cuánticos cónicos truncados: i) GaAs-

(Ga,Al)As en presencia de una impureza donadora y bajo un campo magnético 

aplicado y ii) CdSe-CdTe punto cuántico núcleo-corteza tipo ll, variando la geometría 

y aplicando campos eléctricos y magnéticos. Para el primer sistema, la posición de 

la impureza y la dirección del campo magnético aplicado se escogieron de manera 

que se preservara la simetría azimutal del sistema. La solución de las ecuaciones 

diferenciales de valores propios para el electrón o el hueco con o sin impureza se 

obtuvieron usando el método de elementos finito con una discretización adaptativa 

de una malla triangular, y la correlación de los estados del electrón y del hueco se 

calcula en una aproximación perturbativa de primer orden. Este estudio muestra que 

el campo magnético y las impurezas donadoras son factores relevantes en las 

propiedades optoelectrónicas de los puntos cuánticos cónicos. Además, en el caso 

del punto cuántico CdSe-CdTe, en el que también se conserva la simetría axial, es 

posible controlar el cambio entre excitones directos e indirectos a través de la 

geometría. Por último, se aplican campos magnéticos y eléctricos en el caso ll en 

donde el confinamiento diamagnético proporcionado por el campo magnético obliga 

a la partícula situada fuera del cono a subir a lo largo de la frontera del cono, 

induciendo así una polarización eléctrica a la estructura y observando oscilaciones 

Aharonov-Bohm. 

  

Palabras claves: Puntos cuánticos cónicos truncados; estados excitónicos; estados 

con impurezas donadoras; campo magnético aplicado; campo eléctrico aplicado; 

puntos cuánticos de tipo II 

 



 

ABSTRACT 

 

Using the approximation of the effective mass in a two-band parabolic model, we 

study the effects of geometric parameters on the states of electrons and holes in two 

truncated conical quantum dots: i) GaAs-(Ga,Al)As in the presence of a donor 

impurity and under an applied magnetic field and ii) CdSe-CdTe quantum dot 

nucleus-crust type ll changing the geometry and applying electric and magnetic 

fields. For the first system, the position of the impurity and the direction of the applied 

magnetic field have been chosen to preserve the azimuthal symmetry of the system. 

The finite element method obtains the solution of the differential equations of 

eigenvalues for the electron or the hole with or without impurity with an adaptive 

discretization of a triangular mesh. The correlation of the electron and hole states is 

calculated to a first-order perturbative approximation. This study shows that the 

magnetic field and donor impurities are relevant factors in the optoelectronic 

properties of conical quantum dots. Furthermore, in the case of the CdSe-CdTe 

quantum dot, in which axial symmetry is also conserved, it is possible to control the 

change between direct and indirect excitons through geometry. Finally, magnetic, 

and electric fields are applied in case II where the diamagnetic confinement provided 

by the magnetic field forces the particle located outside the cone to rise along the 

boundary of the cone, thus inducing an electrical polarization to the structure. and 

observing Aharonov-Bohm oscillations. 

 

Keywords: Truncated conical quantum dots; excitonic states; states with donor 

impurities; applied magnetic field; applied electric field; type II quantum dots. 
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El progreso actual de la nanotecnología puede considerarse como uno de los 

grandes avances tecnológicos que están cambiando el mundo. Esto debido al 

notable avance en las técnicas de fabricación de nanoestructuras con tamaños y 

geometrías cada vez más controladas, y el incremento de las aplicaciones 

propuestas en diversos campos científicos y tecnológicos para este tipo de sistemas 

de dimensionalidad reducida. Durante décadas, los sistemas de baja 

dimensionalidad han sido uno de los objetos más ampliamente investigados en la 

física de semiconductores debido a sus interesantes propiedades y aplicaciones, 

particularmente el efecto de confinamiento cuántico en estos sistemas, lo que ha 

permitido diseñar novedosos materiales semiconductores para dispositivos 

optoelectrónicos [1–4]. El interés de muchos investigadores se ha enfocado en el 

análisis teórico del efecto del confinamiento cuántico sobre el espectro energético 

de impurezas en diversas nanoestructuras, como pozos [5-7], hilos [8] y puntos 

(QDs) cuánticos [9-11]. En particular, en los QDs, que se forman cuando hay una 

diferencia en la brecha de energía entre los materiales a utilizar [12, 13], los 

portadores de carga (electrones y huecos) están sujetos a un confinamiento 

tridimensional, lo que resulta en un espectro de energía discreto para los portadores 

de carga y el sistema es muy sensible a cambios de nano escala en la geometría y 

composición, lo que genera una modificación importante en las propiedades de los 

semiconductores, tales como ópticas, mecánicas, eléctricas y térmicas.  

Una de las características relevantes en el estudio de los QDs, es la forma 

geométrica de la nanoestructura. En las últimas tres décadas, se han estudiado 

intensamente diferentes geometrías [12-17]. Se ha demostrado que los tamaños y 

formas de estos sistemas cuánticos tienen más predominio en sus propiedades que 

en su composición [18]. Entre estas estructuras, un interés especial presenta los 

QDs cilíndricos [19-21]. Estos, dependiendo de su radio y relación de altura, se 

pueden representar como i) sistemas 1D, llamados hilos cuánticos, en los que la 

altura del cilindro es mucho mayor que el radio de la estructura y ii) sistemas 2D, 

llamados pozos-cuánticos. Más recientemente, también ha sido posible el 

crecimiento y estudio de QDs con una estructura de tipo nanocono [22] que tienen 

propiedades físicas fascinantes para el desarrollo de nuevas tecnologías. Como 



 
 

resultado de estas investigaciones, hoy en día, es bien sabido que las morfologías 

de las nanoestructuras pueden manifestar propiedades físicas únicas del material 

[23], por ejemplo, los QD en forma de cono pueden ser hilos cuánticos, pozos 

cuánticos o QD, en función de la altura de la estructura y el ángulo sólido en su 

parte superior [24, 25]. Los nanohilos y nanoconos tienen una capacidad natural 

para capturar la luz, por lo que sus aplicaciones en la creación de dispositivos 

optoelectrónicos como células solares y fotodetectores tienen un futuro prometedor. 

Actualmente, los hilos cuánticos (nanohilos) y los puntos cuánticos en forma de 

cono (nanoconos) se reconocen como candidatos prometedores para la próxima 

generación de dispositivos a nanoescala [26-29]. Se ha demostrado durante algún 

tiempo una fuerte dependencia de la absorción de la luz con respecto a la geometría 

al hacer comparaciones de las propiedades de los nanohilos cónicos y cilíndricos 

[30]. Las propiedades ópticas y electrónicas de QDs cónicos, incluidos los efectos 

de los campos eléctricos y magnéticos y las impurezas donadoras, también se han 

estudiado en diferentes trabajos [31, 32].  

Para el estudio de estos sistemas de interés, se requiere resolver la correspondiente 

ecuación de Schrödinger. Pero las soluciones analíticas de esta ecuación solo son 

posibles en muy limitadas situaciones [33], por lo que, en la literatura se encuentran 

varios métodos numéricos para resolverla y modelar diferentes propiedades de los 

QDs semiconductores. Sin embargo, algunas soluciones analíticas se utilizan en 

diversos trabajos para mostrar la validez de los cálculos numéricos. Las diferentes 

variantes de diagonalización, cálculo variacional, diferencias y elementos finitos se 

encuentran entre los métodos utilizados. En especial, el método de elementos 

finitos (FEM) se ha utilizado para modelar QDs desde principios de la década de 

1990 [34], y en la actualidad, se pueden mencionar varios estudios que tratan sobre 

la estructura electrónica: efectos ópticos, estructurales, de impurezas, de transporte 

y de deformación en QDs [35–37]. En la referencia [38], se llevó a cabo una 

investigación sobre la energía de unión y la susceptibilidad para QD cilíndricos y 

esféricos bajo un tipo diferente de potencial de confinamiento. En trabajos recientes, 

se han mencionado aplicaciones interesantes en relación con los QDs. Debido a las 

excelentes propiedades ópticas, los QDs se pueden utilizar para la obtención de 

imágenes de células cancerosas [39, 40].  En [41] se desarrolla un artículo de 

revisión sobre administración biomédica y de fármacos mediada por QD. Los QDs 



 

 

de CdSe y CdTe son candidatos para varias aplicaciones, como dispositivos de 

memoria y espintrónicos [42]. 

La separación de cargas en una nanoestructura puede ser reforzada 

adicionalmente por una heterojuntura tipo II, construidas a partir de dos materiales 

para los cuales, los bordes tanto de la banda de valencia como la de conducción de 

uno de los componentes son más bajos que los del otro componente. En este caso, 

mientras que uno de los semiconductores se comporta como la región del pozo para 

el electrón y la barrera para el hueco, la situación se invierte en el otro 

semiconductor. Por tanto, el segundo semiconductor se comporta como la región 

de barrera para el electrón y la región del pozo para el hueco. En puntos cuánticos 

tipo núcleo-corteza, formado por ejemplo por la combinación de CdTe y CdSe, se 

observa que: i) el material CdTe es la región de barrera/pozo para el electrón/hueco 

y ii) el material CdSe es la región de pozo/barrera para el electrón/hueco. En las 

referencias [43], las múltiples aplicaciones de los QD coloidales se presentan con 

amplio detalle. Se discutieron, por ejemplo: aplicaciones biofotónicas, aplicaciones 

en nanomedicina, farmacocinética y biodistribución, toxicidad in vitro e in vivo, 

efectos de confinamiento cuántico, arquitecturas de núcleo/capa, capacidad de 

sintonización en la ventana de transparencia biológica, oportunidad de introducir 

características plasmónicas sintonizables, dopaje para lograr una emisión mejorada 

de estados dopantes y dopaje magnético para introducir la capacidad de formación 

de imágenes magnéticas. 

En este trabajo presentamos el estudio de los efectos producidos por campos 

magnéticos y eléctricos, así como la variación de los parámetros geométricos, sobre 

los niveles energéticos de un electrón, una impureza donadora y un excitón de 

hueco pesado, confinados en dos tipos de QDs cónicos: i) Un QD de GaAs-

(Ga,Al)As en forma cónica truncada con una impureza donadora confinada, el cual 

puede modelarse mediante una interacción de Coulomb, en el modelo simple de un 

átomo hidrógeno y considerando los efectos de un campo magnético aplicado 

externamente. En este caso, el campo magnético y el centro de impurezas se 

considera de manera que se conserve la simetría axial del sistema; ii) Un QD tipo 

núcleo/corteza de CdSe-CdTe con campo magnético y eléctrico, pero sin efectos 

de impurezas. Una vez que las funciones de onda y las energías para el electrón y 

el hueco están disponibles, en presencia o ausencia de impureza, la correlación 



 
 

entre ambos portadores se calcula mediante la integral de Coulomb, usando un 

modelo perturbativo de primer orden. Se presentan cálculos para diferentes 

posiciones de la impureza a lo largo del eje de simetría, considerando los efectos 

del campo magnético y el tamaño de la estructura. Finalmente, se reporta la integral 

de solapamiento, información clave para comprender el comportamiento de las 

energías de enlace para cada configuración (i y ii). La solución de las ecuaciones 

diferenciales se obtiene aplicando el FEM. 

Este documento está organizado de la siguiente manera: En la Sección 2 se 

presenta la descripción del problema y el modelo teórico; La sección 3 está 

dedicada a los resultados y la discusión correspondiente; y finalmente, en la sección 

4 se presentan las principales conclusiones. 

 

Para analizar cómo evolucionan las distribuciones espaciales de las partículas en 

un sistema físico en presencia de los campos externos, y calcular los espectros 

energéticos correspondientes, así como también otras características importantes, 

se requiere de un modelo matemático que permita resolver la ecuación de 

Schrödinger que resulte del sistema planteado. Por esta razón y con el propósito de 

presentar en detalles el modelo del sistema físico que se considera y la forma como 

se resuelve teóricamente, en esta sección se presenta la fundamentación teórica y 

el modelo matemático y físico utilizado en este trabajo. 

2.1. Descripción del problema 

Debido al notable avance en las técnicas de fabricación de nanoestructuras con 

tamaños y geometrías cada vez más a la medida, hoy se puede controlar su forma, 

dimensiones, estructura de niveles energéticos y número de portadores de carga 

confinados en ellos, todo esto hace que los puntos cuánticos sean un sistema muy 

interesante tanto para teóricos como experimentalistas, para investigar las 

propiedades de sistemas de pocas partículas que interactúan fuertemente. De esta 

manera, y tal como se comentó en la introducción (sección 1), las nanoestructuras 

con forma de un nanocono semiconductor tipo II, la cual consta de un núcleo de 



 

 

forma cónica truncada y una corteza que lo recubre, han mostrado que dependiendo 

de los materiales utilizados, se puede dar el caso de que en la estructura, el electrón 

se encuentre dentro del cono mientras que el hueco se ubica en la matriz 

circundante. 

 

 

Figura 1: vista esquemática del punto cuántico truncado de forma cónica de 𝐺𝑎𝐴𝑠 − 𝐺𝑎0.7𝐴𝑙0.3𝐴𝑠 en 

(a) se representa la proyección de 𝜑 = 0, donde se indican las dimensiones del punto (𝑅1, 𝑅2 𝑦 ℎ), la 

posición de la impureza donadora (0, 𝑧𝑖), el marco de referencia, el campo magnético aplicado 

verticalmente y las dimensiones del cuadrado, en donde se aplican las condiciones de frontera y de 

Dirichlet (𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 = 50 𝑛𝑚). la posición de la media altura del cono coincide con la media altura del 

cuadrado grande, y el marco de referencia coincide con la base del cono. En (b) se muestra la 

estructura obtenida al girar alrededor del eje z la estructura representada en (a). Vista esquemática de 

los puntos cuánticos cónicos truncados CdTe − CdSe (c) y CdSe − CdTe (d). el parámetro 𝜉 corresponde 

a la anchura de la corteza de CdSe (c) y CdTe (d). 𝑅1 𝑦 𝑅2 son los radios de las bases, y ℎ es la altura 

del QD. en (c) y (d) se han despreciado los efectos de las impurezas y del campo magnético. 



 
 

Asumiendo esta posibilidad, y con el objetivo de analizar las oscilaciones Aharonov-

Bohm de los niveles de energía de los portadores de carga como función de un 

campo magnético o eléctrico externo, aplicado a lo largo del eje de simetría de una 

estructura de este tipo. En este trabajo, se considera específicamente una 

nanoestructura de tipo II. En la Figura 1 se muestra un esquema ilustrativo del QD 

de 𝐺𝑎𝐴𝑠 − 𝐺𝑎0.7𝐴𝑙0.3𝐴𝑠 en estudio. La figura 1(a) es una representación eje 

simétrico del problema (𝜑 = 0, con 𝜑 como el ángulo azimutal) donde se muestran 

las dimensiones de los radios de las bases (𝑅1 𝑦 𝑅2) y la altura (ℎ) del QD. Se han 

tenido en cuenta dos efectos sobre la estructura: 𝑖) un campo magnético estático 

𝐵⃗ , aplicado en la dirección 𝑧 y 𝑖𝑖) la presencia de una impureza donadora en 

diferentes posiciones a lo largo de la misma dirección 𝑧 (0, 𝑧𝑖). En la figura 1(b) se 

muestra una vista tridimensional del sistema obtenida de la rotación de la figura 1(a) 

alrededor del eje z. En las figuras (c) y (d) se muestran las vistas esquemáticas de 

los QDs en forma cónica truncada de CdTe − CdSe y CdSe − CdTe sin campo 

magnético ni efectos de impurezas. Tenemos dos casos específicos: en la figura 

1(c) un sistema de CdTe (núcleo) y CdSe (corteza), y en la figura 1(d), los materiales 

están invertidos, es decir, CdSe (núcleo) y CdTe (corteza). El parámetro 𝜉 en la figura 

1(c) es el grosor de CdSe, mientras que en 1(d) es el grosor de CdTe. 

2.2. Modelo teórico 

Usando la aproximaciones de masa efectiva y bandas parabólicas, con condiciones 

de frontera de Dirichlet en los bordes exteriores de la matriz de barrera y las 

condiciones de Ben Daniel-Duke en el QD y la interfaz barrera-matriz circundante 

(ver figura 1(b)), la ecuación de Schrödinger para un electrón (o hueco pesado) 

confinado en la estructura y bajo el efecto de un campo magnético aplicado en la 

dirección z, y en presencia de una impureza donadora poco profunda, se puede 

escribir, en coordenadas cartesianas, en la forma: 

[
1

2 𝑚𝑗
∗,𝑐 (𝑝̂ − 𝑞 𝐴 )

2
+ 𝑉𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑧) +

κ 𝑞2

4 π ε0  ε𝑟 √𝑥2+𝑦2+(𝑧−𝑧𝑖)2
]  ψ(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  𝐸 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) (1) 

 

Donde 𝑝̂ = −𝑖 ℏ ∇⃗⃗ , 𝑚𝑗
∗,𝑐

 es la masa efectiva del electrón o el hueco pesado (𝑗 = 𝑒, ℎ 

para el electron y el hueco respectivamente, y 𝑐 = 𝑤/𝑏 indica el material 

pozo/barrera), 𝑞 = +𝑒, −𝑒 son las cargas del electron y el hueco, siendo 𝑒 la carga 



 

 

elemental, κ = −1 para el electrón, mientras que κ = +1 es para el hueco pesado, 

y 𝐴 = −
𝐵

2
  (𝑦 𝑖̂ − 𝑥 𝑗̂) es el vector de potencial asociado al campo magnético 

aplicado, donde 𝐵⃗ = ∇⃗⃗ × 𝐴  proviene de la simetría de gauge. 𝑉𝑗 es el potencial 

estructural, que es cero en la región del pozo y 𝑉𝑗
0 en la barrera. Adicionalmente 

ε0 = 8.85 × 10−12 𝐶2

𝑁∙𝑚2 y ε𝑟 es la constante dieléctrica. Se han ignorado los efectos 

de la carga de imagen.  

 

Expandiendo el primer término en la ecuación (1) y usando las condiciones de la 

simetría azimutal en la estructura, es posible considerar en coordenadas cilíndricas 

una solución del tipo:  

 

[−
ℏ2∇2

2 𝑚𝑗
∗,𝑐 + 𝑉𝑗

𝑐(ρ, 𝑧) +
ℏ2

2 𝑚𝑗
∗,𝑐 (

𝑙

ρ
)
2
−

𝑞 ℏ𝐵𝑙

2 𝑚𝑗
∗,𝑐 +

𝑞2  𝐵2ρ2

8 𝑚𝑗
∗,𝑐  +

κ 𝑞2

4 π ε0  ε𝑟  √ρ2+(𝑧−𝑧𝑖)
2
]𝑅(ρ, 𝑧) = 𝐸 𝑅(ρ, 𝑧) (2) 

 

Donde 𝑙 ∈ ℤ es el número cuántico azimutal y ∇2 es el operador Laplaciano. En 

estudios previos reportados en la literatura, se ha analizado la presión hidrostática 

y los efectos del tamaño sobre el factor g de electrones de conducción en pozos 

cuánticos de 𝐺𝑎𝐴𝑠 − 𝐺𝑎0.7𝐴𝑙0.3𝐴𝑠 bajo campo magnético. Claramente, los 

resultados han demostrado que, dado el confinamiento cuántico, el factor g cambia 

drásticamente con el tamaño de la estructura con respecto a su valor en masa y 

que la presión hidrostática es una excelente herramienta por la cual la magnitud del 

factor g, e incluso el signo, se puede manipular [44,45]. En este trabajo centramos 

nuestro interés en los efectos de las impurezas y sus posiciones, la forma y tamaño 

de los QDs, así como el tipo de acoplamiento entre los materiales que componen la 

heteroestructura (heteroestructuras tipo I y tipo II), para electrones, huecos y 

excitones confinados en QD cónicos. Hemos omitido el efecto Zeeman a pesar de 

considerar los efectos del campo magnético, lo que da lugar a una fina división de 

la estructura del nivel de energía.  

 

Una vez que las funciones de onda del estado fundamental del electrón y el hueco-

pesado sin correlación (ψ𝑒
1(𝑟𝑒⃗⃗⃗  ) y ψℎ

1(𝑟ℎ⃗⃗  ⃗), respectivamente) son obtenidas, podemos 

calcular la contribución excitónica de la interacción entre las dos cargas. En una 



 
 

aproximación perturbativa de primer orden, la magnitud de la integral de Coulomb 

sería: 

 

𝐶𝑒ℎ =
𝑞2

4 π ϵ0  ϵ𝑟
∫ ∫

|ψ𝑒
1(𝑟𝑒⃗⃗  ⃗)|

2
|ψℎ

1(𝑟ℎ⃗⃗ ⃗⃗  )|
2

|𝑟𝑒⃗⃗  ⃗−𝑟ℎ⃗⃗ ⃗⃗  |
𝑑𝑉𝑒Ω𝑒Ωℎ

 𝑑𝑉ℎ                                       (3) 

 

Donde 𝑑𝑉𝑒 = ρ𝑒  𝑑ρ𝑒  𝑑𝑧𝑒  𝑑φ𝑒 y 𝑑𝑉ℎ = ρℎ  𝑑ρℎ  𝑑𝑧ℎ  𝑑φℎ son el diferencial de volumen 

en las coordenadas cilíndricas para el electrón y el hueco. En la ecuación (3), Ωℎ y 

Ω𝑒 indican el volumen del cilindro representado en la figura 1(b) para el hueco y el 

electrón, cuyo radio y altura son 𝐿𝑥 y 𝐿𝑦, respectivamente. Debido a que solo 

estamos interesados en la magnitud de la interacción de Coulomb en la ecuación 

(3), omitimos el signo negativo de la energía electrostática.  

 

Debido a la simetría azimutal, es posible escribir la parte angular de la ecuación (3) 

analíticamente. Esto reduce la integral de 6 a 4 variables, como se puede observar 

en la siguiente ecuación:  

 

𝐶𝑒ℎ =
𝑞2

4 π ε0  ε𝑟
∫ ∫ |ψ𝑒

1(ρ𝑒  , 𝑧𝑒)|
2|ψℎ

1(ρℎ  , 𝑧ℎ)|
2

𝑆𝑒𝑆ℎ
  [

8π 𝐾(
𝑟𝑝

1+𝑟𝑝
)

𝑟 √1+𝑟𝑝
]  𝑑𝑉𝑒

′  𝑑𝑉ℎ
′   (4) 

 

Donde 𝑟 = √(ρ𝑒 − ρℎ)
2 + (𝑧𝑒 − 𝑧ℎ)

2, 𝑟𝑝 =
4ρ𝑒  ρℎ

𝑟
, 𝐾(𝑥) es la integral elíptica completa 

del primer tipo, 𝑑𝑉𝑒
′ = 2 π ρ𝑒  𝑑ρ𝑒  𝑑𝑧𝑒, y 𝑑𝑉ℎ

′ = 2 π ρℎ  𝑑ρℎ  𝑑𝑧ℎ. En la ecuación (4) la 

expresión dentro de los paréntesis cuadrados viene de la integral angular doble del 

inverso de la distancia electrón-hueco, 𝑆ℎ y 𝑆𝑒 corresponde al área del rectángulo 

grande en la figura 1(a). Nótese que en la ecuación (3) que debido a la simetría 

azimutal del sistema, las funciones de onda del estado base del electrón y el hueco-

pesado son independiente de las coordenadas φ𝑒 y φℎ respectivamente. 

Cabe señalar, que en este trabajo seguimos la misma estrategia utilizada 

anteriormente en la referencia [46] para QDs cónicos sometidos a efectos 

combinados de campos eléctricos y magnéticos. En la referencia [46], los cálculos 

de los estados de electrones y huecos son obtenidos mediante el FEM, y estos se 

contrastaron con los resultados obtenidos mediante un proceso de diagonalización, 

con una base ortonormal compuesta por un producto entre funciones de Bessel y 



 

 

sinusoidales, con una coincidencia de hasta 0.1 meV. Además, se hicieron 

comparaciones con un modelo anterior más elaborado [47], que considera la teoría 

𝑘⃗ ∙ 𝑝  de 8 bandas y la interacción de configuración con desviaciones solo en un 

pequeño porcentaje. En la Referencia [46], y en este trabajo, la interacción 

Coulombiana electrón-hueco obtenida mediante un cálculo perturbativo fue 

corroborada con cálculos variacionales, considerando dos tipos de funciones de 

prueba: (i) una función de tipo hidrogenoide con un parámetro variacional [48, 49]; 

y (ii) una función de prueba construida por el producto de dos funciones gaussianas 

independientes. En el segundo caso, se utilizaron dos parámetros variacionales 

para describir el problema radial y el problema a lo largo de la dirección axial [50, 

51] por separado. Los resultados obtenidos por el cálculo perturbativo coincidieron 

con los variacionales en el margen del 97% para la energía de enlace. 

Una cantidad que permite complementar el análisis del excitón es la integral de 

solapamiento entre el electrón y el hueco-pesado en sus estados fundamentales, 

dichos cálculos son obtenidos en coordenadas cilíndricas usando la expresión: 

 

𝐼𝑒ℎ = 4 π2 |∫ ψ𝑒
1(ρ, 𝑧)ψℎ

1(ρ, 𝑧)ρ
𝑆

 𝑑ρ 𝑑𝑧 |
2
                   (5) 

 

En donde se considera que el electrón y el hueco-pesado están localizados 

simultáneamente en el mismo lugar, (𝛒, 𝒛), del rectángulo grande en la figura 1(a) 

con área 𝑆.  

Las funciones de onda y las correspondientes energías asociadas con la ecuación 

(2) se obtuvieron utilizando el método de elementos finitos FEM [52-56], tal como 

se implementa en el software Comsol Multiphysics [54-56], y considerando una 

malla controlada por el usuario para lograr un mayor control sobre la discretización. 

Dado que los estados cuánticos de interés corresponden a la ubicación del portador 

de carga en 𝐺𝑎𝐴𝑠 QD, se generaron tres elementos en esa región del sistema. 

Como resultado, el número de nodos de evaluación en toda la malla es 7005. 

Gracias a la adaptación de la malla, hay 11328 triángulos en la región 𝐺𝑎𝐴𝑠 QD y 

2513 en la matriz 𝐺𝑎𝐴𝑙𝐴𝑠. En el límite entre el QD y la matriz, hay 217 nodos. Otras 

características generales de la malla son el tamaño máximo y mínimo del elemento 

de 1.85 𝑛𝑚 y 0.0062 𝑛𝑚, respectivamente. En un procesador Intel Core i7 de octava 



 
 

generación, el tiempo de cálculo para calcular las energías en parámetros fijos es 

de aproximadamente 8 segundos. Para el cálculo numérico de la ecuación (4), se 

utilizó un código Fortran 77. A partir de los resultados obtenidos en Comsol-

Multiphysics, los valores de la función de onda del estado fundamental se 

exportaron en una malla regular, en términos de las coordenadas (ρ, 𝑧) tomando 

como entrada de estas coordenadas los mismos valores para el electrón y el hueco. 

Dado que tenemos valores de las funciones de onda en puntos discretos de las 

coordenadas, la integral en la ecuación (4) se convierte en una suma de Riemann. 

Por último, debido a la simetría azimutal del sistema, la integración correspondiente 

a las coordenadas angulares φ se obtuvo mediante el uso de integrales elípticas. 

 

En el presente capítulo se presentan los resultados obtenidos al resolver las 

ecuaciones descritas en la sección anterior, y se hace el análisis de los efectos de 

la acción de los campos externos y la variación de los parámetros geométricos 

sobre el espectro energético del electrón, el hueco y excitón, confinados en dos 

tipos de puntos. Para analizar los efectos sobre los espectros energéticos del 

electrón, el hueco y la energía de enlace del excitón como función de los parámetros 

geométricos del nanocono truncado, y como función de un campo magnético, se 

realizaron cálculos numéricos para los primeros niveles más bajos de energía. 

Estas energías se obtienen al resolver el problema descrito en la sección 2.1 y 

considerando el modelo teórico que explicado en la sección 2.2. 

En las siguientes subsecciones, los parámetros que se usan son: 𝑚𝑒
∗,𝑤 = 0.067 𝑚0 

(donde 𝑚0 es la masa del electrón libre), 𝑚𝑒
∗,𝑏 = 0.092 𝑚0, 𝑚ℎ

∗,𝑤 = 0.51 𝑚0, 𝑚ℎ
∗,𝑏 =

0.57 𝑚0, 𝑉𝑒
0 =  𝑒𝑉, 𝑉ℎ

0 = 0.17 𝑒𝑉, y ε = 13 [46,57]. 



 

 

3.1. Espectro energético de un electrón y un hueco en un 

nanocono truncado de 𝑮𝒂𝑨𝒔 − 𝑮𝒂𝟎.𝟕𝑨𝒍𝟎.𝟑𝑨𝒔. Efectos de 

una impureza donadora y de campo magnético. 

A continuación, presentamos los resultados obtenidos en el primer tipo de puntos 

cuánticos que se planteó en la descripción del problema. En la figura 2, se muestran 

las energías el estado base de un electrón y de un hueco en un punto cuántico de 

𝐺𝑎𝐴𝑠 − 𝐺𝑎0.7𝐴𝑙0.3𝐴𝑠 de forma cónica truncado sin y con una impureza donadora 

que se ubica en diferentes posiciones (0, 𝑧𝑖). Se presentan las energías como 

función del radio base inferior (𝑅2), dejando fijo el radio superior 𝑅1 = 10 nm y la 

altura ℎ = 15 𝑛𝑚 del punto. Se presentan los resultados para tres posiciones 

diferentes de la impureza donadora (𝑧𝑖 = 0, 7.5 𝑛𝑚 y 15 𝑛𝑚). 

Las figuras 2(a) y 2(b) corresponden al estado fundamental del electrón y el hueco, 

respectivamente. La figura 2(c) es la energía de enlace correspondiente para la 

impureza asociada con el electrón. La variación del radio 𝑅2 permite modelar desde 

un QD cónico invertido (𝑅2 = 0), pasando por un QD cilíndrico (𝑅2 = 𝑅1 = 10  𝑛𝑚) y 

llegar a una QD cónico truncado. En general, se observa que al aumentar el radio 

𝑅2 hay una disminución en el efecto de confinamiento para ambos portadores de 

carga debido al aumento en el volumen de la estructura. Esto se refleja en una 

disminución sistemática en todos los niveles de energía. El estado fundamental 

exhibe una mayor tasa de disminución en los valores de energía en el rango 0 <

𝑅2 < 10 𝑛𝑚. Este comportamiento se explica por el hecho de que para estos valores 

pequeños de 𝑅2, la región del vértice expulsa la función de onda de los portadores 

hacia la base del radio 𝑅1. Cuando 𝑅2 aumenta, el estado fundamental cambia 

rápidamente su probabilidad máxima hacia la región inferior del punto, una 

condición que ocurre hasta la formación de la QD cilíndrica (𝑅2 = 10 𝑛𝑚). Cuando 

el valor de 𝑅2 continúa aumentando, el estado fundamental, que tiende a mostrar 

su densidad de probabilidad máxima en el centro de la QD (lejos de los bordes), no 

muestra cambios drásticos, lo que resulta en energía con una tasa baja de declive. 

Las diferencias más considerables entre los espectros de electrones y huecos se 

dan en las magnitudes de sus energías, situación que es típica de las barreras de 

potencial asociadas a cada partícula y de sus correspondientes masas efectivas. 



 
 

 

Figura 2. Energía del estado fundamental para (a) un electrón, (b) un hueco confinado en un 𝐺𝑎𝐴𝑠 −

𝐺𝑎0.7𝐴𝑙0.3𝐴𝑠 de forma cónica truncada, en función del radio inferior 𝑅2 y (c) la energía de enlace 

correspondiente. 

Al comparar la energía sin y con la impureza, la diferencia relacionada con la 

interacción entre los dos tipos de portadores y la impureza es notable. Por un lado, 

el electrón experimenta atracción hacia la impureza reflejada en un cambio de 

espectro hacia energías más bajas, mientras que el hueco pesado, por el contrario, 

se comporta con una interacción repulsiva con la impureza donadora, lo que 

provoca un aumento de energía para cada posición de impureza. En la Fig.2(a), se 

puede apreciar que para valores de 𝑅2 cercanos a cero, el estado fundamental con 

la impureza en 𝑧𝑖 = 0, , es el que tiene el menor corrimiento energía en comparación 

con las otras dos posiciones de la impureza. Esto se debe a que existe una 

competencia entre el confinamiento geométrico, que hace que la función de onda 

se concentre en la parte superior del QD, y el efecto atractivo de la impureza que 

es responsable de que el electrón/hueco se desplace hacia la región inferior de la 

estructura. Claramente, para el estado fundamental, el efecto de interacción de 

Coulomb es menos significativo con respecto al efecto geométrico. Cabe señalar 

que la presencia de la impureza no influye en la degeneración asociada con la 

simetría azimutal. 



 

 

La energía de enlace del estado fundamental (𝐸𝑏) para las mismas tres posiciones 

de la impureza se obtiene por la diferencia 𝐸𝑏 = 𝐸1 − 𝐸1
𝑖 , donde 𝐸1 es la energía del 

estado fundamental del electrón en ausencia del centro de impurezas (κ = 0) y 𝐸1
𝑖  

es el correspondiente, pero en presencia de la impureza (κ = −1). Para 𝑧𝑖 = 0, la 

energía de enlace aumenta en el rango 0 < 𝑅2 < 7 𝑛𝑚. En el régimen de 𝑅2, el 

máximo de la densidad de probabilidad ocurre en la parte superior del QD (es decir, 

cerca de la superficie del radio 𝑅1) porque el electrón tiende a estar en la región de 

menor confinamiento, es decir, en la región de mayor volumen local y alejada de los 

bordes del cono. Con la aparición de la impureza en 𝑧𝑖 = 0, hay una disminución 

sistemática en la distancia entre el electrones e impurezas a medida que aumenta 

𝑅2 debido a la disminución del efecto repulsivo asociado con las posibles barreras 

presentes en el punto cuántico. Esto da como resultado un aumento en la 

interacción de Coulomb y, en consecuencia, en la energía de enlace. Una vez que 

se obtiene la forma cilíndrica del QD (𝑅2 = 10 𝑛𝑚) y 𝑅2 sigue aumentando desde 

allí, además se observa una reducción efectiva del efecto de confinamiento debido 

al aumento sistemático del volumen de la estructura. En este caso, la energía de 

enlace se asocia principalmente a la interacción de Coulomb, y el confinamiento 

geométrico asociado a la estructura se transforma en un efecto perturbativo que 

disminuye con el aumento de 𝑅2. Para el caso en el que la impureza se ubica en la 

mitad de la altura del QD, 𝑧𝑖 = 7.5  nm, la energía de enlace es una función creciente 

en el rango 0 < 𝑅2 < 2.3 𝑛𝑚, que está asociado con la rápida saturación y débil 

efecto de las barreras de potencial ubicadas en el punto cuántico del cono truncado 

invertido 𝑅2 < 𝑅1). Cuando 𝑧𝑖 = 15 𝑛𝑚, 𝐸𝑏 es una función monótonamente 

decreciente de 𝑅2. En este caso, el aumento de 𝑅2 implica un desplazamiento 

constante del máximo de densidad de probabilidad desde la parte superior de la 

estructura hacia la región de altura media, o incluso por debajo de ella, con un 

aumento permanente de la distancia media entre electrones e impurezas. Esto se 

refleja en una caída en la interacción electrostática y, en consecuencia, en la 

energía de enlace. 

En la figura 3, se presentan los resultados como función del campo magnético 

aplicado, para 𝑙 = 0, tanto para el electrón, figura 3(a), como para el hueco pesado, 

figura 3(b), confinado en un QD de 𝐺𝑎𝐴𝑠 − 𝐺𝑎0.7𝐴𝑙0.3𝐴𝑠 en forma de cono truncado. 

Para el caso sin impureza, κ = 0, el estado fundamental del electrón mantiene su  



 
 

 

Figura 3. Nivel del estado fundamental como función de un campo magnético aplicado, para (a) un 

electrón, (b) un hueco confinado en un punto cuántico de 𝐺𝑎𝐴𝑠 − 𝐺𝑎0.7𝐴𝑙0.3𝐴𝑠  en forma de cono 

truncado, y (c) la energía de enlace correspondiente. Considerando la presencia de una impureza 

donadora que se encuentra en tres posiciones diferentes en el eje 𝑧: 𝑧𝑖 = 0, 𝑧𝑖 = 7.5 y 𝑧𝑖 = 15 𝑛𝑚 

 

simetría en todo el rango del campo magnético calculado, que corresponde a un 

estado similar a 𝑠 con 𝑙 = 0. En el caso del hueco pesado, hay múltiples cruces para 

estados excitados, ya que un conjunto pierde la degeneración acompañada de un 

aumento de energía, y el otro conjunto de estados, que fue parte de la degeneración 

en ausencia de un campo magnético, va hacia energías más bajas. Este 

comportamiento se puede observar, por ejemplo, para el primer estado excitado en 

la Fig. 3(b) con una impureza en 𝑧𝑖 = 7.5 𝑛𝑚; el primer estado excitado (𝑙 = 1) va 

hacia energías más bajas, y, por el contrario, el estado fundamental (𝑙 =  0) va hacia 

energías más altas. 

En la figura 3, se puede apreciar que el efecto combinado del campo magnético 

aplicado y la interacción con la impureza permite cambiar los niveles de energía del 

electrón y el hueco y generar un aumento en la degeneración para los estados con 

𝑙 ≠ 0. El estado fundamental del electrón no correlacionado tiene su máxima 

densidad de probabilidad a lo largo del eje 𝑧, que coincide con la posición de la 



 

 

impureza. En este caso, el campo magnético genera un confinamiento adicional 

hacia el eje 𝑧, reduciendo efectivamente la distancia entre electrones e impurezas, 

mejorando así la interacción de Coulomb. Los mayores efectos sobre las energías 

del sistema correlacionado ocurren para la impureza ubicada en la mitad de la altura 

del QD, en la figura 3(c), la línea de color verde. Esto se debe a que la influencia de 

la interacción de Coulomb ocurre en todas las direcciones del espacio. Para el 

hueco pesado, el efecto repulsivo de la impureza donadora genera un 

comportamiento de anillo cuántico, que se hace evidente con las oscilaciones del 

estado fundamental cuando se enciende el campo magnético. Por ejemplo, en la 

Fig. 3 el estado fundamental corresponde a 𝑙 = 0 para 𝐵 = 0 mientras que para 𝐵 =

15 𝑇 el estado fundamental ocurre con 𝑙 = +1. Es evidente que, para la impureza 

en las bases inferior y superior de la estructura, el estado fundamental del hueco 

pesado continúa presentando el carácter oscilatorio con el campo magnético. Sin 

embargo, la repulsión generada por las barreras potenciales reduce la 

manifestación de este efecto. 

En la figura 3(c), las energías de enlace del estado fundamental para el electrón 

confinado se presentan como una función del campo magnético aplicado para tres 

posiciones de impurezas donadoras consideradas, 𝑧𝑖 = 0, 𝑧𝑖 = 7.5 𝑛𝑚,   y 𝑧𝑖 =

15 𝑛𝑚. Los resultados se obtuvieron restando de la energía del estado fundamental 

(línea de color negro en la figura 3(a)), las energías del estado fundamental 

correspondientes a las tres posiciones de impurezas. Aunque el campo magnético 

disminuye, la variación de la energía de enlace aumenta a una velocidad baja, esto 

debido a que el valor esperado de ρ = √𝑥2 + 𝑦2, es decir, la comprensión de la 

función de onda hacia el eje 𝑧, cuando la impureza se encuentra en la parte superior 

o inferior del QD, para las impurezas ubicadas a la mitad de la altura del QD, 𝑧𝑖 =

7.5 𝑛𝑚, se alcanza la interacción más significativa con el electrón. Con el aumento 

del campo magnético, existe una menor distancia entre el electrón y la impureza, 

obteniendo mayor energía de enlace. En el último caso, como se mencionó 

anteriormente, la interacción Coulombiana tiene un carácter simétrico cuasi-3D, 

excepto por las variaciones que la forma de la estructura induce en los límites entre 

el QD y el material circundante. 



 
 

 

Figura 4. Proyecciones 𝑥 = 0 (𝑎𝑏, 𝑒ℎ) y 𝑧 = 7 𝑛𝑚 (𝑐𝑑, 𝑖𝑙) de las funciones de onda (WF) del estado 

fundamental del electrón y del hueco pesado en un punto cuántico de 𝐺𝑎𝐴𝑠 − 𝐺𝑎0.7𝐴𝑙0.3𝐴𝑠 de forma 

cónica truncada, para dos valores del campo magnético aplicado verticalmente (cada columna 

corresponde a un valor fijo del campo magnético 𝐵 = 0 y 𝐵 = 20 respectivamente). Las dos primeras 

filas son para la parte real del electrón, las filas 3 y 5 son para la parte real del hueco, mientras que 

las filas 4 y 6 son para la parte imaginaria del hueco. Los cálculos son para 𝑅1 = 10 𝑛𝑚, 𝑅2 = 20 𝑛𝑚, 

ℎ = 15 𝑛𝑚, y con una impureza donadora ubicada en 𝑧𝑖 = 7.5 𝑛𝑚. 

En la figura 4 se muestran dos conjuntos de paneles para la función de onda (WF) 

del estado fundamental de electrones y huecos pesados (parte derecha). Hay cortes 

en la primera, tercera y cuarta filas para el plano 𝑦 = 0. Un primer conjunto 

corresponde a los WF de electrones, figuras 4(a-d) y el segundo, figuras 4(e-l) para 

huecos WF. Las partes real e imaginaria de los WF con huecos pesados 



 

 

corresponden a las Figs. 4(e-f, i-j) y las figuras 4(g-h, k-l), respectivamente. El 

segundo conjunto de cortes es para el plano 𝑧 = 7.5 𝑛𝑚, Figs. 4(c-d, i-l), y las dos 

columnas son para dos valores diferentes del campo magnético aplicado. Con un 

estado fundamental de simetría similar a 𝑠, el electrón está ubicado 

fundamentalmente en el centro QD e independientemente del valor del campo 

magnético aplicado, pero la fuerza de confinamiento es más fuerte con el campo 

magnético. Esta distribución de las WF es el resultado de la atracción hacia el centro 

de impureza. Cuando se aplica el campo magnético, es evidente que el electrón 

tiene una ubicación más significativa hacia el eje axial. Tenga en cuenta que la 

simetría similar a 𝑠 del estado fundamental del electrón se mantiene con la inclusión 

del campo magnético, incluso para el valor más alto de 𝐵 = 20 𝑇 utilizado en este 

trabajo. La parte real de las WF de hueco pesado (Figuras 4(e-f, i-j)) muestra que 

la WF tiene la simetría del anillo en ausencia de un campo magnético ya que la 

impureza donadora genera repulsión electrostática en el hueco. Cuando se incluye 

el campo magnético, hay cambios en la simetría del estado fundamental del hueco 

pesado (evolucionando desde 𝑙 = 0 para 𝐵 = 0 hasta 𝑙 = +1 para 𝐵 = 20 𝑇; (ver la 

fila 5 en la figura 4). Estos resultados están de acuerdo con el estado fundamental 

de la figura 3(b). Para 𝐵 = 20 𝑇, hay complementariedad entre los componentes 

real e imaginario de la WF (ver paneles (j) y (k)). Esto significa que la suma de los 

cuadrados de los dos componentes genera una densidad de probabilidad que 

muestra simetría en forma de anillo, como ocurre en ausencia de un campo 

magnético, ver figura 4(i). 

3.2. Estados de un excitón en un punto cuántico de 𝑮𝒂𝑨𝒔 −

𝑮𝒂𝟎.𝟕𝑨𝒍𝟎.𝟑𝑨𝒔 en forma de cono truncado con geometría 

variable. Efectos de una impureza donadora y de un 

campo magnético 

Esta subsección estudiamos la contribución excitónica en un nano cono truncado 

de 𝐺𝑎𝐴𝑠 − 𝐺𝑎0.7𝐴𝑙0.3𝐴𝑠 considerando los efectos de una impureza donadora y un 

campo magnético estático. En la figura 5 se muestran los resultados para el par 

electrón-hueco confinados en un nanocono truncado de 𝐺𝑎𝐴𝑠 − 𝐺𝑎0.7𝐴𝑙0.3𝐴𝑠  como 

QD en función del radio 𝑅2 de la estructura. En la figura 5(c) se muestra la energía 



 
 

Coulombiana calculada por mediante la solución de la ecuación (4), y los resultados 

presentados en las figuras 5(a-b) corresponden al valor esperado ⟨𝑧𝑒⟩ y ⟨𝑧ℎ⟩ de 

electrones y huecos pesados respectivamente. De la figura 5(c), se puede inferir 

que, independientemente de la presencia o no de la impureza donadora, con el 

aumento de 𝑅2 hay una disminución en la energía de interacción electrón-hueco, lo 

cual se evidencia con el carácter decreciente de todas las curvas a medida que 𝑅2 

aumenta, lo cual puede explicarse por un aumento en el valor esperado de la 

distancia electrón-hueco -- ⟨| 𝑟𝑒⃗⃗⃗   −   𝑟ℎ⃗⃗  ⃗ |⟩. En ausencia de impureza, el electrón y el 

hueco se encuentran esencialmente en la misma posición vertical. A medida que 

𝑅2 va de cero a 20 nm, los máximos de las densidades de probabilidad de 

electrones y huecos cambian (con valores decrecientes de ⟨𝑧𝑒⟩ y ⟨𝑧ℎ⟩ desde el 

centro de gravedad de un cono invertido hacia el centro de gravedad de un cono 

truncado con un radio mayor/menor en la base inferior/superior del QD. Este hecho 

explica el comportamiento casi superpuesto y decreciente de ⟨𝑧𝑒⟩ y ⟨𝑧ℎ⟩ en las 

figuras 5(a-b).  

Al incluir la impureza en diferentes posiciones se modifica el comportamiento de 

⟨𝑧𝑒⟩ y ⟨𝑧ℎ⟩. Para 𝑧𝑖 = 0, |⟨𝑧𝑒⟩ − ⟨𝑧ℎ⟩| aumenta en el rango 0 < 𝑅2 < 7  𝑛𝑚. Con el 

aumento de 𝑅2, el electrón se mueve hacia el centro de impureza; esto explica por 

qué va más rápido hacia valores 𝑧𝑒 más bajos. En cambio, el hueco está sometido 

a dos condiciones que generan efectos inversos; por un lado, la disminución del 

confinamiento asociada con el aumento 𝑅2 implica una caída en ⟨𝑧ℎ⟩, pero la tasa 

de disminución es menor que la de ⟨𝑧𝑒⟩, con un comportamiento cuasi-lineal, por 

otro lado, la impureza en 𝑧𝑖 = 0 repele el hueco. Queremos resaltar que, para 𝑅2 =

 0, ocurre la situación de mayor confinamiento en el par electrón- hueco. La parte 

cónica del QD en 𝑧 = 0 genera una repulsión extrema en las funciones de onda del 

electrón y del hueco, lo que hace que los efectos de una impureza ubicada en 𝑧𝑖 =

0 sean casi indetectables. Este hecho explica el primer caso de energías casi 

iguales para "sin impureza" y con impureza en 𝑧𝑖 = 0. Cuando se habla de 

confinamiento extremo, las funciones de onda de electrones y huecos son difíciles 

de deformar debido a los efectos de las impurezas cuando van de 𝑧𝑖 = 7.5 𝑛𝑚 a 

𝑧𝑖 = 15 𝑛𝑚. Esta situación explica el segundo caso de energías casi iguales cerca 

de 20 𝑚𝑒𝑉. 



 

 

 

Figura 5. Caracterización de los estados de un excitón de hueco pesado en un nanocono truncado de  

𝐺𝑎𝐴𝑠 − 𝐺𝑎0.7𝐴𝑙0.3𝐴𝑠 . como función del radio 𝑅2 de la estructura. (a) y (b) separación promedio 𝑧𝑒ℎ; y 

(c) interacción Coulombiana electrón-hueco.  

En la figura 6, se presenta el mismo tipo de resultados que en la figura 5, pero para 

un QD de dimensiones fijas y en función del campo magnético aplicado. En la figura 

6(a), sin impurezas, se observa que la interacción Coulombiana electrón-hueco 

aumenta. Este hecho se explica en gran medida por la disminución de la separación 

de los portadores con el aumento del campo magnético. Debido al efecto opuesto 

que tiene la impureza sobre el electrón y el hueco, es decir, atracción y repulsión, 

respectivamente, generalmente se observan energías de Coulomb más bajas en 

comparación con el caso de ausencia de impureza. 

En las figuras 6(b-c), se grafican las energías de interacción Coulombiana para 𝑧𝑖 =

7.5 𝑛𝑚 y 𝑧𝑖 = 15 𝑛𝑚, respectivamente, obtenidas de la figura 6(a). La idea de estos 

gráficos es enfatizar el comportamiento del confinamiento tanto del electrón como 

del hueco cuando ocurren cambios de simetría y de las funciones de onda (WF) del 

estado fundamental debido al efecto del campo magnético aplicado. En la figura 

6(b), para 𝐵 < 8.5 𝑇, las WF del estado fundamental del electrón y del hueco se 

obtienen para 𝑙 = 0, y en este caso, la parte imaginaria de las WF para ambos. 



 
 

 

Figura 6. Caracterización de los efectos del excitón en un punto cuántico de 𝐺𝑎𝐴𝑠 − 𝐺𝑎0.7𝐴𝑙0.3𝐴𝑠 de 

forma cónica truncada en función del campo magnético aplicado verticalmente. (a) e–h energía de 

Coulomb con 𝑘 =  0 y 𝑘 ≠  0 con tres posiciones de impurezas, (b) e–h energía de Coulomb con la 

impureza en 𝑧𝑖 = 7.5𝑛𝑚, (c) e–h energía de Coulomb con la impureza en 𝑧𝑖 = 15𝑛𝑚, (d) integral de 

solapamiento, (e) valor esperado en 𝑧 para el electrón (f) valor esperado en 𝑧 para el hueco. Los 

resultados son para 𝑅1 = 10𝑛𝑚, 𝑅2 = 20𝑛𝑚 y ℎ =  15 𝑛𝑚. En los paneles (b, c) se muestran pocas 

proyecciones de funciones de onda de electrones y huecos (partes reales e imaginarias) en el plano 

z  =  7.5 nm. 

En las figuras 6(b-c), se grafican las energías de interacción Coulombiana para 𝑧𝑖 =

7.5 𝑛𝑚 y 𝑧𝑖 = 15 𝑛𝑚, respectivamente, obtenidas de la figura 6(a). La idea de estos 

gráficos es enfatizar el comportamiento del confinamiento tanto del electrón como 

del hueco cuando ocurren cambios de simetría y de las funciones de onda (WF) del 

estado fundamental debido al efecto del campo magnético aplicado. En la figura 

6(b), para 𝐵 < 8.5 𝑇, las WF del estado fundamental del electrón y del hueco se 

obtienen para 𝑙 = 0, y en este caso, la parte imaginaria de las WF para ambos 



 

 

portadores es cero. La simetría de tipo 𝑠 para el electrón y la simetría de anillo para 

el hueco está claramente identificada. Para 𝐵 > 8.5 𝑇, el estado fundamental del 

hueco corresponde a 𝑙 = 1, y aparece la complementariedad entre las partes real e 

imaginaria de las WF, pero se mantiene una simetría de anillo para la densidad de 

probabilidad. En la figura 6(c), los resultados son similares a los representados en 

la figura 6(b), pero en este caso, la transición la WF del hueco del estado 

fundamental se mueve a un valor de campo magnético más alto. El pequeño 

aumento observado en la energía de Coulomb para 𝑧𝑖 = 0 y 𝑧𝑖 = 15 nm, con la 

influencia del campo magnético, se debe a que a pesar de tener una integral de 

solapamiento (OI) menor con el aumento del campo magnético, las WF se ubican 

en un volumen menor, lo que aumenta el valor de integral de Coulomb. El cambio 

en la simetría de las WF para el estado fundamental del hueco explica los saltos en 

las curvas de la integral de Coulomb para 𝑧𝑖 = 7.5 𝑛𝑚 y 𝑧𝑖 = 15 𝑛𝑚 que se muestran 

en la figura 6(a) y detallado en las figuras 6(b) y 6(c) con las correspondientes WF 

de electrones y huecos para dos valores particulares del campo magnético aplicado.  

 

Figura 7. Caracterización de los efectos del excitón en un punto cuántico de 𝐺𝑎𝐴𝑠 − 𝐺𝑎0.7𝐴𝑙0.3𝐴𝑠   de 

forma cónica truncada en función de la posición de impureza donadora 𝑧𝑖. (a) Estado fundamental 

para el electrón y el hueco, (b) la energía de interacción Coulombiana del para electrón-hueco y (c) el 

valor esperado 𝑧 para cada portador. 



 
 

Para tener una mejor perspectiva de los efectos de la posición de la impureza, se 

ha variado desde la base inferior hasta la base superior de un QD de 𝐺𝑎𝐴𝑠 −

𝐺𝑎0.7𝐴𝑙0.3𝐴𝑠 de forma cónica truncada, siempre ubicado a lo largo del eje 𝑧. Esta 

posición está controlada por el parámetro 𝑧𝑖. En la figura 7(a) se muestran las 

energías del estado fundamental de los electrones y los huecos, en 7(b) la 

interacción Coulombiana del par electrón-hueco,  (c) la posición promedio del 

electrón y del hueco a lo largo del eje 𝑧. Los cálculos son para 𝑅1 = 10 𝑛𝑚, 𝑅2 =

20 𝑛𝑚, ℎ = 15 𝑛𝑚 y 𝐵 = 0. 

En la figura 7(a), se ve claramente el efecto inverso de una impureza donadora 

sobre el hueco y el electrón. El electrón tiene un carácter atractivo y para el hueco, 

es repulsivo. Cuando la impureza se encuentra en la primera mitad de la altura, es 

decir, 𝑧𝑖 ≤ 7.5 𝑛𝑚, el electrón es atraído hacia una región de menor confinamiento 

y el hueco es expulsado hacia la región de mayor confinamiento. En la segunda 

mitad de la altura, es decir, para 𝑧𝑖 ≥ 7.5 𝑛𝑚, se produce el efecto opuesto en cada 

portador de carga. Por lo tanto, hay energía creciente para el electrón y energía 

decreciente para el hueco.  

La interacción Coulombiana que se muestra en la figura 7(b) disminuye hasta 𝑧𝑖 =

8.5 𝑛𝑚 porque estadísticamente hablando, el electrón y el hueco están siendo 

separados por la impureza donadora. Desde 𝑧𝑖 = 8.5 𝑛𝑚, la competencia entre el 

efecto de impureza y el confinamiento del electrón hace que el electrón permanezca 

en una región en la que se superpone mejor con el hueco. Dado que la impureza 

se encuentra en el eje 𝑧, el valor esperado de 𝑧 para cada una de las partículas es 

una evidencia de cómo la impureza modifica las posiciones de los portadores de 

carga. Tenga en cuenta que la energía Coulombiana para la impureza en 𝑧𝑖 = 0 es 

mayor que la energía para 𝑧𝑖 = 15 𝑛𝑚, que se justifica por la mayor separación 𝑧 

entre las dos partículas en 𝑧𝑖 = 15 𝑛𝑚 (véase la figura 7(c)). Además, tenga en 

cuenta que para 𝑧𝑖 = 4.75 𝑛𝑚, los efectos combinados de la geometría y la 

impureza hacen que el valor esperado de 𝑧 sea el mismo para el electrón y el hueco. 

A ese valor de 𝑧𝑖, la energía de Coulomb más alta no ocurre porque debe tenerse 

en cuenta que hay efectos de geometría en diferentes planos 𝑧. 



 

 

3.3. Cambio de excitón directo a indirecto en un punto 

cuántico cónico truncado de CdSe-CdTe de estructura 

núcleo-corteza tipo ll.   

En esta subsección, de acuerdo con las figuras. 1(c) y 1(d), se estudia un sistema 

de un punto cuántico núcleo-corteza de CdTe-CdSe y CdSe-CdTe, en el cual una 

transición espacial de directo e indirecto ocurre en el excitón. Los parámetros que 

usamos en esta subsección son: 𝑖) en CdTe 𝑚𝑒 = 0.096 𝑚0, 𝑚ℎ = 0.40 𝑚0, y ε =

10.2; 𝑖𝑖) en CdSe 𝑚𝑒 = 0.120 𝑚0, 𝑚ℎ = 0.45 𝑚0, y ε = 10.2 [58]. Adicionalmente, 

𝑉𝑒
0 = 0.42 𝑒𝑉 y 𝑉ℎ

0 = 0.57 𝑒𝑉 [58]. 

En la figura 8 se presenta la caracterización de los estados de excitones 

relacionados con el caso de la figura 1(c). Como se indicó en la sección de 

introducción, el CdTe se comporta como la región de barrera/pozo para 

electrón/hueco en este caso, y el CdSe corresponde a la región de pozo/barrera 

para electrón/hueco. Cuando ξ = 0, el electrón y el hueco están confinados en un 

QD cónico truncado con una barrera de potencial infinita. Cuando aparece ξ ≠ 0, el 

pozo de potencial para los electrones se encuentra en la región CdSe. Para valores 

pequeños de ξ (ξ < 1.5 𝑛𝑚), el electrón permanece en la región CdTe debido al 

fuerte confinamiento en la región CdSe. Para ξ > 1.5 𝑛𝑚, el volumen de CdSe se 

vuelve lo suficientemente grande como para que el electrón penetre en la región 

donde se encuentra su pozo de potencial. En ese momento, ambos portadores de 

carga están ubicados en las regiones de sus propios pozos de potencial, es decir, 

el hueco en el CdTe y el electrón en el CdSe, y aparece un sistema excitónico 

espacialmente indirecto. La fuerte caída en la energía del electrón en la figura 8(a) 

está asociada con el cambio de la región de confinamiento y el subsecuente 

aumento en el volumen de la región de la capa. Las ligeras variaciones perceptibles 

en la energía del hueco aparecen cuando se hace presente la barrera de potencial 

finito ubicada en la cara lateral de la estructura. Sin embargo, a partir de un valor 

específico de ξ, la energía del hueco no muestra variaciones debido al volumen 

constante de la región central a medida que aumenta ξ. La caída de la energía de 

Coulomb en la figura 8(c) se explica por el hecho de que la distancia media entre el 

electrón y hueco aumenta con el parámetro ξ. La figura 8(d) permite identificar la 



 
 

transición del excitón directo al indirecto, debido a que inicialmente las partículas 

están en el CdTe y a medida que ξ aumenta, el electrón se desplaza a la región 

CdSe, con el hueco siempre localizado en la región CdTe, alcanzando un excitón 

indirecto. 

 

Figura 8. Caracterización de los efectos del excitón en un punto cuántico de forma cónica truncada 

de CdTe-CdSe en relación con el parámetro ξ. Se muestran los primeros cuartos niveles de energía 

para (a) el electrón y (b) el hueco. En (c) se muestra la energía de Coulomb del electrón-hueco, 

mientras que en (d) se representa la densidad de probabilidad tanto para el electrón como para el 

hueco en cada material CdTe y CdSe. Los cálculos son para 𝑅1 = 3 𝑛𝑚, 𝑅2 = 8 𝑛𝑚, ℎ =  12 𝑛𝑚, 𝐵 =

 0 y ausencia de impurezas. 

La caracterización de los estados del excitón relacionados con el caso de la figura 

1(d) se muestra en la figura 9, donde los resultados se refieren al parámetro ξ. En 

la figura 1(d), se puede ver que al aumentar el parámetro ξ, el volumen de la región 

CdSe disminuye, lo que corresponde al pozo de potencial para el electrón. En 

consecuencia, la energía de los niveles del electrón debe crecer con el parámetro 

ξ, como se muestra en la figura 9(a). Cuando ξ → 0, el hueco está confinado en la 

región de su barrera de potencial, rodeado por un potencial infinito, y en este caso, 

las energías de todos los estados confinados (𝐸) cumplen la condición 𝐸 > 𝑉ℎ
0 =

0.57 𝑒𝑉, como se muestra en la figura 9(b) en el régimen ξ < 1.0 𝑛𝑚. Cuando ξ >

 1.0 nm, el volumen de la región de la corteza se vuelve lo suficientemente grande 

como para que el hueco migre hacia la región de su pozo de potencial, es decir, 



 

 

hacia la región CdTe. El volumen del CdTe, región de la corteza, crece 

progresivamente con el parámetro ξ, y con él, el confinamiento en el hueco 

disminuye, lo que se manifiesta en una caída en todos los niveles de energía, 

situación que se muestra en la figura 9(b). Entonces podemos concluir que el 

sistema presenta una evolución desde un excitón espacialmente directo con el 

hueco y el electrón ubicados en la región CdSe hacia un excitón espacialmente 

indirecto para valores grandes del parámetro ξ con el electrón en la región del 

núcleo, cuyo volumen disminuye, y el hueco en la región de la corteza, cuyo 

volumen aumenta. La interpretación presentada aquí es confirmada por el 

comportamiento siempre decreciente de la integral de Coulomb en la figura 9(c) y 

las densidades de probabilidad en la figura 9(d). 

 

Figura 9. Caracterización de los efectos del excitón en un punto cuántico de CdSe-CdTe de forma 

cónica truncada, en función del parámetro ξ. Se muestran los niveles de energía más bajos para (a) 

el electrón y (b) el hueco. En (c) se muestran los resultados para la energía de interacción del par 

electrón-hueco, mientras que en (d), se presenta la densidad de probabilidad tanto para el electrón 

como para el hueco en cada material de CdSe y CdTe. Los cálculos son para 𝑅1 = 3 𝑛𝑚, 𝑅2 = 8 𝑛𝑚, 

ℎ = 12 𝑛𝑚, 𝐵 = 0 y ausencia de impurezas. 



 
 

3.4. Estados de un excitón en un punto cuántico núcleo-

corteza de CdSe-CdTe de estructura tipo ll bajo los 

efectos de campos magnéticos y eléctricos 

En esta subsección, de acuerdo con la figura 1(c), se estudia el sistema de un punto 

cuántico núcleo-corteza de CdTe-CdSe, actuando como pozo el CdTe (núcleo) para 

el hueco y CdSe (corteza) para el electrón. Los parámetros que usamos en esta 

subsección son: 𝑖) en CdTe 𝑚𝑒 = 0.096 𝑚0, 𝑚ℎ = 0.40 𝑚0, y ε = 10.2; 𝑖𝑖) en CdSe 

𝑚𝑒 = 0.120 𝑚0, 𝑚ℎ = 0.45 𝑚0, y ε = 10.2 [58]. Adicionalmente, 𝑉𝑒
0 = 0.42 𝑒𝑉 y 𝑉ℎ

0 =

0.57 𝑒𝑉 [58]. 

Cuando se aplica un campo magnético a la nanoestructura se presenta un cambio 

en los niveles de energía del estado base del electrón, mostrando cruces que se 

conocen como oscilaciones Aharonov-Bohm, como consecuencia del incremento 

del campo. 

 

 

Figura 10. Caracterización de los efectos de un excitón en un punto cuántico de forma cónica truncada 

de CdSe-CdTe, en función del campo magnético. Se muestran los niveles de energía más bajos para 

(a) el electrón y (b) el hueco. En (c) se muestran los resultados para la energía de Coulomb del par 

electrón-hueco.  



 

 

Estas oscilaciones hacen parte de la interacción de fuerzas centrífugas, 

paramagnéticas y diamagnéticas en el Hamiltoniano.  Estas transiciones se dan en 

el estado base del electrón debido a cambios en los momentos angular (𝑙 =

−10,−9,−8,−7,−6,−5,−4,−3,−2,−1 − 0) estas curvas se pueden observar en la 

figura 10(a). La cantidad de trayectorias de diferente momento angular dependerá 

del valor del campo magnético aplicado, es decir entre más grande sea el campo 

más niveles de diferente momento angular aparecerán.  

Además, se puede observar que la interacción del campo magnético en el hueco 

no es tan considerada debido a que el espacio de confinamiento en este es menor, 

por lo tanto, solo se puede observar un cambio pequeño en la energía debido a este 

campo. En la figura 10(c) tenemos la energía del excitón que es traducida en la 

interacción Coulombiana que existe entre el hueco y el electrón, se presenta una 

pequeña caída energética debido al confinamiento que ejerce el campo en cada 

una de las partículas lo que impide que esta interacción sea mayor. 

 

 

Figura 11. Caracterización de los efectos del excitón en un punto cuántico de forma cónica CdSe-

CdTe truncado en función del campo eléctrico 𝐸 dado en kV/cm. Se muestran los niveles de energía 

más bajos para el electrón (a) y el hueco (b). En (c), los resultados son para la energía de Coulomb 

del electrón-hueco. en cada material de CdSe y CdTe.  



 
 

En la figura 11(a) podemos observar como el campo eléctrico ejerce un aumento 

de energía en el electrón y además un confinamiento hacia la parte inferior del 

nanocono, en cambio en la figura 11 (b) el campo eléctrico genera una caída en el 

nivel energético del hueco por la acción repulsiva y tiende a disminuir su área de 

acción o su densidad de probabilidad dentro del CdTe. En la gráfica del excitón la 

interacción Coulombiana va disminuyendo porque el campo eléctrico aleja 

diametralmente a las dos partículas, el electrón hacia la parte inferior y el hueco 

hacia la parte superior de su pozo potencial respectivamente, además los saltos en 

los niveles de energía corresponden a los saltos que ocurren en el hueco.  

En este trabajo, hemos estudiado los estados de un electrón y hueco en QD de 

GaAs-(Ga,Al)As de forma cónica, y en presencia de una impureza donadora poco 

profunda ubicada en el eje z y bajo los efectos de un campo magnético axial y una 

estructura de un QD núcleo-corteza de CdSe-CdTe sin impurezas ni efectos de 

campo magnético. La posición de la impureza y la dirección del campo magnético 

preservan la simetría axial del sistema. Se han considerado variaciones de la 

geometría, en cuyo caso las estructuras evolucionan de QD cónicos a QD cónicos 

truncados. Los cálculos se han realizado en la aproximación de masa efectiva y 

considerando un modelo parabólico de dos bandas. Las ecuaciones diferenciales 

de valores propios se han resuelto mediante un método de elementos finitos con 

una malla de discretización flexible. La correlación electrón-hueco se estudió con 

una aproximación de perturbación de primer orden. 

Entre los resultados más relevantes de este estudio podemos citar: 𝑖) la presencia 

de la impureza donadora es responsable de un desplazamiento rojo/azul de las 

energías del electrón/hueco, 𝑖𝑖) la energía de enlace del sistema electrón-impureza 

en general disminuye con el tamaño de la estructura; pero con excepciones para 

geometrías específicas, la energía de enlace es una función creciente con el radio 

de la base inferior del sistema, 𝑖𝑖𝑖) el campo magnético aplicado es responsable de 

las oscilaciones del estado fundamental de la impureza y del hueco, 𝑖𝑣) la energía 

de enlace para el sistema electrón-impureza es siempre una función creciente del 

campo magnético aplicado, 𝑣) un control para sintonizar entre el excitón directo e 

indirecto mediante cambios de espesor de CdSe o CdTe en el QD de tipo núcleo-



 

 

corteza, y 𝑣i) Un QD de tipo ll núcleo-corteza CdSe y CdTe en donde se aplican 

campos magnéticos y eléctricos, lo que nos permite observar las oscilaciones 

Aharonov-Bohm, como consecuencia del incremento del campo magnético. Estas 

oscilaciones hacen parte de la interacción de fuerzas centrífugas, paramagnéticas 

y diamagnéticas en el Hamiltoniano.  

En el caso de la energía de correlación entre los estados del electrón con impureza 

y del hueco con impureza, se observa que, en general, disminuyen con el tamaño 

de la estructura. Considerando la presencia de campos magnéticos aplicados, estos 

presentan un comportamiento esencialmente constante en rangos específicos del 

campo magnético con saltos asociados con oscilaciones del estado fundamental 

del hueco con impureza. La localización de los estados de electrón y hueco en 

presencia de impurezas y la integral de solapamiento son información esencial para 

interpretar adecuadamente la correlación de Coulomb entre los estados de 

impurezas electrónicas e impurezas huecas. 
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