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1. INTRODUCCION

En este informe se pretende resumir la informacidn general utilizada en el articulo realizado durante
la pasantia de investigacién enfocada en los problemas de bancarrota de multiples estados con
demandas cruzadas. Inicialmente se conoce como un problema de bancarrota aquella situacién en
la que hay que repartir un bien escaso cuya cantidad es suficiente para satisfacer la demanda de
aquellos que reclaman este bien.

Este tipo de problemas son muy comunes en situaciones reales de reparticion de recursos como la
quiebra de empresas, herencias u optimizacién, los cuales pueden ser modelados mediante estos
problemas. Para la resolucion de estos problemas es necesario seguir una serie de reglas, las cuales
no son mas que maneras eficientes de lograr la reparticion de nuestro bien y, por ende, cada una se
rige por unas propiedades determinadas que la hacen Unica. Entre estas reglas se destacan la
proporcional, regla de ganancias igualitarias y regla de perdidas igualitarias, regla de Talmud y regla
de llegada aleatoria.

Seguidamente se mencionan los problemas de bancarrota de multiples estados ya que son un tipo
de problema de gran importancia pues presenta la misma situacidon de un problema de bancarrota
tradicional con el adicional de poseer varios bienes a repartir. Luego, se realiza un avance mas
presentando los problemas de bancarrota de multiples estados con demandas cruzadas, los cuales
son una evolucién de los anteriores ya que adiciona la caracteristica particular de que un agente
pueda reclamar a mas de un estado a la vez.

Finalmente, se detallan los resultados obtenidos de manera general en el desarrollo de la pasantia
de investigacion y se mencionan detalles cruciales en la realizacion de la misma.



2. PROBLEMA DE BANCARROTA

Los problemas de bancarrota se caracterizan por tener una estructura matematica comun, esta
surge cuando el conjunto de las reclamaciones de los agentes involucrados cuya demanda, derechos
o reclamaciones supera el presupuesto disponible de un bien perfectamente divisible (dinero, agua,
etc.), para brindar una solucién al problema se requiere de un analisis matematico, grafico e
individualizado de dichas reglas, para asi determinar cudl es la regla mds adecuada para brindarle
solucion a cada problema.

O’Neill (1992) presenta un convincente modelo matematico del problema de bancarrota. Propone
varias metodologias para adjudicar reclamaciones conflictivas, y deriva en una serie de reglas sobre
la base de estas metodologias.

Definicién 2.1. Un problema de bancarrota es una tripleta (N, E, d), donde E € R, es el estado o
bien disponible a dividir entre los agentes, d= (d1,, dn) € RY es el vector de demandas de los
agentes, con un conjunto de n elementos, N = {1,,,,n} siendo [N| = 2, dies la demanda del agente
i,Vi € Nyademas se cumple que d(N) = E y Xigy d; > 0.

Representaremos el problema de bancarrota por el par (E, d), cuando no de lugar a confusion el
conjunto de agentes.

Definicién 2.2. Dado un problema de bancarrota (E, d), una solucién es una funcién que asigna a
cada problema de bancarrota un reparto x € RY tal que:

1) x(N)=E
2) 0>x;>d,VieN

2.1. JUEGOS DE BANCARROTA

Es un problema de bancarrota (E, d), una solucién pesimista de reparto es asignar a una coalicion
. N . . .

de agentes S lo que puede conseguir, estoes E-d (E)’ es decir, la diferencia de reparto en el estado

y las demandas de los agentes que no forman parte de la coalicion S, entre N / S, habiendo recibido

cada uno de ellos la cantidad que demanda (sin superarla). En el caso de que esta diferencia sea 0,

no sobre nada al dar a N/ S todos los que demandan, la coalicion de agentes S, tendrd asignada un

pago 0y no inferior ya que el pago de cada agente no puede ser negativo. A continuacion, usaremos

la definicion de O’Neill (1992).
Dado un problema de bancarrota (E, d), se define el juego de bancarrota,
(N; vgq) € GY, como:

Via(s) = max(E — d(N/S),O),VS C N.



Una forma de dar una definicién de juego de bancarrota optimista para los jugadores seria
Ve, d(s) = min(d(S),E),Vi €s,s € N
Al conjunto de juegos de bancarrota con conjunto de jugadores N lo denotaremos por GBYN c GV .
Dado vg 4 € GBY, se tiene:
Vga(N) =E
Ve o({i}) = max{E — d (N / {i}),0} < d;, VieN
vga(N / {i}) = max{E — d;0}VieN

3. REGLAS CLASICAS DE PROBLEMAS DE
BANCARROTA

Las reglas de bancarrota son procedimientos ldgicos creados para dar solucion a cualquier problema
de bancarrota, los cuales, asocian una solucidn para cada problema en particular.

Si establecemos a BN como la familia de problemas de bancarrota con N agentes.

Segun Villar (2005), una regla de bancarrota, R, es una funcién R: BY —» RY que asigna a cada
problema (E, d) de BY asocia un tnico punto R(E,d) € RY que verifica las siguientes condiciones:

1. d; >R(E,d)=0,Vi€EN.
2. YienRi(E,d) =E.

En donde debemos interpretar a R(E, d) como una forma deseable en la que se reparta el estado
E entre el conjunto de agentes N involucrados. Por ende, se interpreta como la forma razonable de
distribuir E.

En esta definicidon, se establece que las reglas de bancarrota proporcionan soluciones que
pertenecen al nucleo de los juegos de bancarrota asociados a dichos problemas. Donde se denomina
a RBYNcomo el conjunto de reglas de bancarrota con conjunto de jugadores N.

(Curiel, Maschler y Tijs, 1987). Para cualquier R € RB" y para cada (E,d) € B" se tiene que
R(E,d) € C(vgq), donde vg 4 es el juego de bancarrota asociado a (E, d).

La primera condicion establece que ningln agente N puede recibir una cantidad superior a lo que
demanda E ni menor que cero. No puede haber un agente que, al esperar recibir una cantidad
estipulada de un bien, acabe entregando parte de dicho bien.

La segunda condicién es resultado del requisito de eficiencia: dado que el monto total a repartir de
la cantidad de bien disponible E no es capaz de cubrir las demandas a reclamar por todos los
agentes, se debe distribuir en su totalidad.



Una vez definida las condiciones bdsicas de las reglas de bancarrota, se puede hablar de los
diferentes tipos de reglas en si, las cuales se agrupan segun su naturaleza a la hora de repartir. Las
tres primeras: proporcional, la de ganancias igualitarias y perdidas igualitarias se caracterizan por
su principio igualitario, pero se diferencian en la forma en la que igualan sus montos a la hora de
repartir. La cuarta regla, la regla de Talmud, aplica criterios segln la demanda y el estado que se
tenga. Y, por ultimo, la regla de llegadas aleatorias, tiene como criterio asignaciones secuenciales.

3.1. REGLA PROPORCIONAL

La regla proporcional, P, trata de resolver los problemas mediante un reparto equitativo de la
cantidad de bien disponible E, es decir, que cada agente reciba una proporcién del estado.

Esta regla se define de la siguiente manera. Para todo (E,d) € BY, la regla proporcional, P, viene
dada por:

d
P(E,d) = E=.

Estas son las propiedades que cumple la regla P: Simetria, Anonimato, Progresividad, Monotonia
respecto a las demandas, Aditividad de las demandas, Monotonia respecto al estado,
Supermodularidad, Aditividad del estado, (Thomson, W., 2003), Conservacion del orden,
Consistencia y consistencia bilateral, (Aumann y Maschler, 1985), Transferencia ventajosa,
Transferencia no ventajosa, Composiciones hacia arriba y hacia abajo (Chun, 1988), Consistencia
inversa

3.2. REGLA DE GANANCIAS IGUALITARIAS

La regla de ganancias igualitarias, CEA, busca igualar las cantidades de bien disponible E entre los
agentes, sin que llegue a superar la cantidad demandada por cada agente. Esta regla privilegia a las
cantidades reclamantes bajas, ya que reciben toda su demanda o reciben la misma cantidad que los
demads agentes con demandas mds altas.

Esta regla se define de la siguiente manera. Paratodo (E,d) € B, la regla de ganancias igualitarias,
CEA, viene dada por:

CEA;(E,d) = min{d;,x},Vi €N,
Donde « es el Unico numero real no negativo que verifica Yien CEA;(E,d) =E.

Estas son las propiedades que cumple la regla CEA: Seguridad minima, Simetria, Anonimato,
Conversacién del orden, Regresividad, Invarianza bajo truncacion y conformidad con la teoria de
juegos cooperativos, Monotonia respecto a las demandas, Transferencia ventajosa, Monotonia
respecto al estado, Supermodularidad, Composiciones hacia arriba y hacia abajo, Consistencia y
consistencia bilateral y Consistencia inversa.



3.3. REGLA DE PERDIDAS IGUALITARIAS

La regla de perdidas igualitarias, CEL, da prioridad a los agentes con mayores demandas, esta regla
busca repartir el estado asignando una cantidad que depende de las demandas no recibidas del
conjunto de agentes, De modo que la perdida en relacién con la demanda de los agentes sea la
misma para todos, bajo la condicién de que la asignacién no sea negativa.

Esta regla se define de la siguiente manera. Para todo (E,d) € BY, la regla de perdidas igualitarias,
CEL, viene dada por:

CEL;(E,d) = max{d;— « ,0},Vi €N,

Donde o es el Unico nimero real que verifica Yien CEL;(E,d) =E.

Estas son las propiedades que cumple la regla CEL: Exencidn, Exclusion (Herrero y Villar, 2001),
Compensacién vacia, Compensaciéon completa, (Herrero y Villar, 2002), Progresividad, Derechos
minimos primero, Simetria, Anonimato, Conservacién del orden, Monotonia respecto a las
demandas, Transferencia ventajosa, Monotonia respecto al estado, Supermodularidad,
Composiciones hacia arriba y hacia abajo, Consistencia y consistencia bilateral y Consistencia inversa

Esta regla fue la que se escogid para el enfoque de nuestro estudio de investigacién para ser
adaptado y aplicado segun los problemas de bancarrota con reclamos cruzados, los cuales se
explicaran posteriormente.

3.4 REGLA DE TALMUD

La regla de Talmud es un procedimiento de reparto disefiado para acomodar las soluciones
numeéricas que aparecen en el talmud relativas a la resolucién de una serie de problemas practicos
muy especificos, relacionados con herencias. Fue propuesta por Aumann y Maschler (1985), tras
una primera contribucién pionera de O’Neill en 1982.

Esta regla se define de la siguiente manera. Para todo (E,d) € BY, la regla Talmud, TAL, verifica
que TAL(E, d) es la Unica solucién de bancarrota CG-consistente, viene dada por:

CEA (E, g)

Si E
S+ CEL(E-2;9) SiE

IA
N|D N |T

TAL(E,d) =

I\

Estas son las propiedades que cumple la regla TAL: Derechos minimos primero, Seguridad minima,
Simetria, Anonimato, Conservacién del orden, Invarianza bajo truncacién y conformidad de la teoria
de juegos cooperativos, Monotonia respecto a las demandas, Transferencia ventajosa, Monotonia
respecto al estado, Supermodularidad, Composiciones hacia arriba y hacia abajo, Consistencia y
consistencia bilateral y Consistencia inversa.



3.5. REGLA DE LLEGADA ALEATORIA

La regla de llegada aleatoria, RA, es una regla en la que se asigna segun el promedio que se pueda
obtener, es decir, si todos los agentes aparecen uno por uno al azar, se entrega el minimo de la
cantidad igual a su demanda y el remanente. Esto significa que la regla de llegada aleatoria es una
regla de asignaciéon en la que cada demandante recibe la expectativa de sus compensaciones
marginales, pero no exactamente.

Esta regla se define de la siguiente manera. Para todo (E, d) € BY, la regla de llegadas aleatorias,
RA, viene dada por:

1
RAi(E'd):Wz min{ d;, maxJ{E — Z dj ,ViEN.

TEON JEN:m(D)<m())

Estas son las propiedades que cumple la regla RA: Derechos minimos primero, Seguridad minima,
Simetria, Anonimato, Conservacion del origen, Invarianza bajo truncacion y conformidad con la
teoria de juegos cooperativos, Monotonia respecto a las demandas, Transferencia ventajosa,
Monotonia respecto al estado y Supermodularidad.

4. PROBLEMAS DE BANCARROTA DE MULTIPLES
ESTADOS

Un problema de bancarrota de multiples estados MB es una secuencia de cuatro elementos
(M,N,E,C), donde M = {1,2,...,m} es el conjunto de estados a repartir, N es el conjunto de
reclamantes, E € R, es la cantidad de estado perfectamente divisible para repartiry C € M, es
la matriz de los reclamos de cada agente. MB significa la familia de todos estos problemas. Cada fila
en C representa los reclamos por un problema como un elemento genérico de C,¢;; , denota la
cantidad de estados de i que reclama a j. La nocién misma del problema MB requiere que

Yiem ZjEN ¢j > E.

Una regla de bancarrota de multiples problemas MB es un mapeo R que se asocia con cada
(M,N,E,C) € MB una matrizinicaR (M,N,E,C) € Mm X ntal que:

1. 0<R;j(M,N,E,C) < c;j,paratodo (i,j) € M x N.
2. ZiEMZjENRij (M,N,E,C) =E.



La matriz R (M, N, E, C) representa una forma 6ptima de dividir E entre los agentes en N, de
acuerdo con los estados en M. Los requisitos establecidos en los MB son una adaptacion de los
requisitos de un problema de bancarrota normal, por ende, el primer requisito establece que cada
agente debe recibir un pago por cada estado correspondiente que no sea inferior a 0 y esté limitado
anteriormente por su reclamo. El segundo requerimiento es que se debe asignar la cantidad total
de estados disponible. Estos dos requisitos implican que R (M,N,E,C) = C siempre que

Yiem Ljen Cij = E.

4.1 PROBLEMAS DE BANCARROTA DE MULTIPLES ESTADOS CON RECLAMOS
CRUZADOS

Un problema de bancarrota de multiples problemas con reclamos cruzados MBC es una secuencia
de cinto elementos definidos como (M, N, E, ¢, ) la cual se caracteriza principalmente porque los
agentes pueden tener reclamaciones en mas de un estado a la vez. Una regla para problemas de
bancarrota de multiples problemas con reclamos cruzados es un mapeo R que se asocia con cada
(M,N,E,c,a) un vector GnicoR (M,N,E,c,a) € R", tal que:

1. 0 < R;(M,N,E,c,a) < ci, paratodoi € N.

2. Xien6(L)R;(M,N,E,c,a) <e; paratodoj € M,donde:

. 1si j € a(i)
6(i,j) =
@) {O en otro caso.

El primer requisito establece que cada agente se le asignara como maximo su reclamo, pero no una
cantidad inferior a 0. El segundo requisito determina que ningun estado puede superar su e;. Por lo
tanto, el vector R (M, N, E, ¢, @) representa una asignacion a reclamantes que es simultdneamente
factible para todas las propiedades.



5. RESULTADOS

De acuerdo a la investigacion realizada en esta pasantia pudimos contrastar fuentes bibliograficas
sobre problemas de bancarrota de multiples estados con demandas cruzadas aplicadas en diversos
escenarios matematicos, ademds de comparar diferentes articulos cuyas aplicaciones involucraban
otras reglas y modelos en situaciones enfocadas a la reparticidon equitativa y justa de recursos, mas
concretamente en recursos hidricos, ya que el motivo de nuestro trabajo es aterrizar el modelo
realizado a un contexto regional cuya problematica se cierne sobre la escases de agua en los
acuiferos circundantes para satisfacer la demanda sectorial en la ciudad.

De esta manera, pese a que el documento se encuentra en un ochenta por ciento de su finalizacion,
nos encontramos con que los datos recolectados son satisfactorios para la implementacién teérica
de la regla CEL, ya que cumplen con los requisitos bdsicos que demanda un problema de bancarrota
de multiples estados con demandas cruzadas. Por otro lado, también se realizé la busqueda de las
propiedades que se adapten a nuestro modelo de manera que logren cumplir con los objetivos
propuestos, entre las cuales se destacan las propiedades de continuidad, monotonicidad, Igual trato
entre iguales, preservacion del orden, composicién hacia arriba y hacia abajo, entre muchas otras
las cuales se detallan y explican matematicamente en el documento. Sin embargo, pese a la labor
investigativa que soporte el fundamento matematico del modelo junto con sus propiedades, hemos
presentado dificultades a la hora de su realizacién y adaptacion.

Finalmente, como resultados personales podemos mencionar que los pasantes logramos crecer
como investigadores mediante este trabajo, ya que nos dio la oportunidad de ser criticos y selectivos
con la informacidn requerida, ademas de poder aplicar los conocimientos adquiridos en los cursos
de seminario dictados por la universidad en el transcurso de la carrera en lo que a manejo de base
de datos y bibliografia se refiere. También, fue un proceso cognitivo fructifero, dado que se logré el
aprendizaje de una herramienta fundamental para la redaccién y publicacién de articulos de
investigacién como lo es LaTeX.
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